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Kurzfassung: Die Giite der menschlichen Reproduktionsfihigkeit kurzer musika-
lischer Rhythmen von Klanghdlzern wird in dieser Arbeit mathematisch in einer
Weise modelliert, dass die Ergebnisse fiir psychologische Untersuchungen anwend-
bar sind. Zur Lokalisierung der Onsets verwenden wir gleitende Durchschnitte des
quadrierten Signals sowie Maximumsbestimmungen auf geeignet ausgewihlten Si-
gnalsegmenten. Dadurch wird jedem Ton genau ein Zeitpunkt — der Zeitpunkt des
entsprechenden Onsets — zugewiesen. Wir erhalten so zu jedem Rhythmus einen
Punkt in einem reellen Vektorraum, dessen Dimension der Anzahl der Tone ent-
spricht. Wir definieren den Reproduktionsfehler als den euklidischen Abstand des
Ausgangsrhythmus zur Bahn der Reproduktion, die durch die Operation der von
Dilatationen und Translationen erzeugten Gruppe auf diesem Vektorraum gegeben
ist. Dieses Vorgehen modelliert den psychologischen Sachverhalt, dass Rhythmen
mit leicht unterschiedlichen Tempi als derselbe Rhythmus wahrgenommen werden
(McAuley, 2010). Unterscheidet sich die Tonanzahl des Ausgangsrhythmus von
derjenigen der Reproduktion, so werden entsprechend viele Tone des Rhythmus
mit der geringeren Tonanzahl als mehrere gleichzeitige Tone betrachtet.

Die gesamte Vorgehensweise realisiert einen prézisen Vergleich der zeitlichen Ab-
weichung zweier musikalischer Rhythmen vor dem Hintergrund musikpsychologi-
scher Anwendung. Damit ist es moglich, bei derartigen Experimenten, die v.a. in
der Musikpsychologie durchgefiihrt wurden (z.B. Tillmann et al., 2011; Fitch &
Rosenfeld, 2007; Bernardi et al., 2013), Messergebnisse mit hoherer mathemati-
scher Prizision zu gewinnen. Zur Verfeinerung der Modellierung wire eine zusétz-
liche Betrachtung der Amplitude von Interesse, um Akzente im Ausgangsrhythmus
mit beriicksichtigen zu konnen.

1 Problemformulierung und Voraussetzungen

In der psychologischen Literatur ist der Begriff Rhythmus meist durch die Verarbeitungspro-
zesse im Gedichtnis definiert (z.B. Rammsayer, 2000; Snyder, 2000). Da wir jedoch keine Ge-
dichtnisprozesse sondern den Gegenstand Rhythmus betrachten, wird in Anlehnung an McAu-
ley (2010) folgende musikpsychologisch orientierte, operationalisierte Rhythmusdefinition ver-
wendet (Straub, 2015):

Rhythmus ist die zeitliche, iterierende Abfolge von Ténen und Stille, wobei ein Ton
ein Audiosignal mit nur einer Frequenz (Werner, 2012) ist und Stille nur Signale
beinhaltet, die unter 20 Hz oder iiber 20 kHz liegen.

Die Einschrinkung der Frequenzen ist dadurch motiviert, dass solche Frequenzen vom mensch-
lichen Ohr nicht wahrnehmbar sind (Rousseau & Saint-Aubin, 2012).

263



Das Ziel dieser Untersuchung ist eine Quantifizierung der Giite einer Reproduktion. Zum Ver-
gleich verschiedener Reproduktionen eines vorgegebenen Rhythmus hinsichtlich ihrer zeitli-
chen Abweichungen definieren wir ein MaB fiir den Reproduktionsfehler. Unsere Analyse ba-
siert auf den folgenden Voraussetzungen:

1.

Nur ein Set von Klanghélzern sowohl fiir den vorgegebenen Rhythmus als auch zum
Reproduzieren. Den Versuchspersonen wurde die richtige Handhabung der Klangholzer
vor dem Experiment erldutert.

. Vernachlissigung der Lautstdrke beim Rhythmusvergleich. Die Amplitude der Signale

wird nur fiir die Extraktion der Onsets verwendet und ansonsten ignoriert. Bei der Auf-
nahme der Vorgaberhythmen wurde jedoch darauf geachtet, dass moglichst alle Tone
gleich laut sind und keine Akzente entstehen.

. Konstanthalten des Tempos bei 120 bpm. Das entspricht sowohl dem durchschnittlichen

spontan produzierten Tempo als auch dem in der Wahrnehmung priferierten Tempo (Fi-
schinger & Kopiez, 2009).

. Abtastrate 44.1 kHz. Das ist die iibliche Abtastrate bei Tonaufnahmen. Historisch lésst sie

sich auf eine weit verbreitete Verarbeitung von Videosignalen zuriickfithren (Rousseau &
Saint-Aubin, 2012).

. Nur Viervierteltakt, und nur ein Takt. Der Grund hierfiir ist, dass die Verarbeitung im

Kurzzeitgedichtnis mit einer Aufrechterhaltung von durchschnittlich drei bis fiinf Se-
kunden (Snyder, 2000) im Zentrum des Anwendungsproblems steht.

. Mindestens drei und hochstens neun Tone. Diese Einschriankungen verbessern die nume-

rische Handhabbarkeit.

. Geringhalten des Umgebungsrauschens. Bei den Aufnahmen wurde geachtet, die Hinter-

grundgerdusche moglichst gering zu halten.

. Vernachlissigung der Bekanntheit. Da die Rhythmen nur aus einem Takt bestehen, und

eine konstante Tonhohe haben, wird angenommen, dass diese im Wesentlichen unbekannt
sind.

. Beschrdankung der Stichprobe auf Studentinnen und Studenten. Als Stichprobe wurden

Studenten und Studentinnen der Katholischen Universitit Eichstitt-Ingolstadt herange-
zogen. Dadurch wird das Alter eingeschrinkt auf junge Erwachsene (Durchschnittsalter
24.4 Jahre). Unter den Versuchspersonen befinden sich sowohl aktive Musiker als auch
Menschen mit wenig oder kaum Musikerfahrung. Der Einfluss der Kultur wurde konstant
gehalten, da alle Probanden in Deutschland aufgewachsen waren. Dies ist wichtig, da die
Konstruktion der Rhythmen an westlichen Rhythmusstrukturen orientiert ist.

2 Technische Analyse

In diesem Abschnitt wird das hergeleitete Modell mathematisch analysiert.
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2.1 Lokalisierung der Onsets

Mit Onset wird der genaue Beginn eines Tons bezeichnet. Aufgrund von Einschwing- und Aus-
klangvorgéngen ist dieser im Allgemeinen schwer bestimmbar (Fricke & Louven, 2009). Da die
Zeitabstinde zwischen den Onsets im Zentrum dieser Arbeit stehen, ist es erforderlich, jeden
Onset auf dieselbe Art und Weise zu bestimmen. Zur Lokalisierung der Onsets verwenden wir
das quadrierte Signal, das der Signalenergie entspricht (Meyer, 2014). Jedes Signal wird gemaf
Collecchia (2012) in die Umrisse der einzelnen Tone — ,,Amplitude Envelopes* — unterteilt. Als
Onset eines Tons wird das Maximum des entsprechenden Umrisses verwendet.

2.1.1 Gleitende Durchschnitte

Da das Signal stark oszilliert, werden gleitende Durchschnitte geméf3 Schlittgen (2008) berech-
net: Es sei
x=(x0,...,Xp_1) €R"

der Vektor mit den n quadrierten Abtastwerten eines aufgezeichneten Signals. Zur Bildung der
gleitenden Durchschnitte wéhlen wir als Intervalliange

d := Anzahl der Abtastwerte pro halber Wellenlidnge des Haupttons der Klangholzer.

Damit wird sichergestellt, dass die Durchschnitte jeweils niherungsweise iiber eine komplet-
te Periode des quadrierten Abtastsignals gebildet werden. Im Fall unserer Klangholzer lag der
Hauptton bei ca. 50 Hz. Bei einer Abtastfrequenz von 44.1 kHz ergibt sich d ~ 441; im Folgen-
den setzen wir d := 441. Damit ergibt sich zur Berechnungen der gleitenden Durchschnitte

| 440
V= o Z Xu, i€{0,...,n—441}.

2.1.2 Extraktion der Onsets

Zur Extraktion der Tone aus den gleitenden Durchschnitten (yg, ..., y,—441) zerlegen wir die-
se in entsprechend viele Segmente mittels zweier Schranken. Die erste Schranke s > O filtert
diejenigen Abtastwerte heraus, die weit genug oberhalb des Hintergrundrauschens liegen. Bei
unseren Daten hat sich

S -max{yo, ..., Yn—441}

T 45
als giinstig erwiesen. Wir erhalten damit einen Vektor

i Tfalls y; >, .
y”i::{y’ BWVIZ5 i ie{0,...,n—441).

0 sonst,

Die zweite Schranke ¢ > 0 in Abszissen-Richtung verhindert, dass ein Onset mehrfach gezihlt
wird. Technisch ist das so realisiert, dass zwei Indizes i, j nur dann zu verschiedenen Onsets
gezihlt werden, wenn |i — j| > 7 ist. In unserem Fall hat sich

t:=4.-d=1764

als giinstig erwiesen. Als Grundlage fiir die Bestimmung der Onsets extrahieren wir aus dem
Vektor § = (o, ..., 9n_441)" Bereiche (§;,...,¥;1x)! mit den Bedingungen

a) Ji # 0 # Y
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b) hochstens 7 — 1 aufeinanderfolgende Werte §;,¥;,1,... diirfen verschwinden.

Gemail dieser Konstruktion entspricht ein 7on der Klangholzer genau einem solchen Bereich.
Wir erhalten so zu einem Signal mit » Tonen eine Folge By,...,B,_; aufeinanderfolgender
Bereiche, deren Indexmengen sich nicht iiberlappen. Als Onset des Tons zu einem Bereich
Bj:= (§i,...,9irx)" definieren wir den kleinsten Index des Maximums dieses Bereichs,

mj:=argmax(B;) € {i,...,i+k}.

Dadurch gelingt es, jedem Ton genau einen Zeitpunkt — den Zeitpunkt des entsprechenden On-
sets — zuzuweisen. Wir erhalten zu jeder Aufnahme A einen Vektor

m = (mo,...,m, 1) € R,

dessen Dimension r4 die Anzahl der Tone in der Aufnahme ist. Ebenso extrahieren wir aus
einem vorgegebenen Rhythmus, der aus rg Tonen besteht, einen Punkt

Vvi= (V(),...,VrO,I)T e R,

2.2 Vergleich zweier Rhythmen

Wir vergleichen nun einen vorgegebenen Rhythmus v € R’ mit einer Reproduktion m € R4,
indem wir zunidchst den Fall r := ry = r4 untersuchen, und anschlieBend die anderen Fille
darauf zuriickfiihren.

2.2.1 Gleiche Tonanzahl

Sei v € R” ein vorgegebener Rhythmus. Um bei der Abstandsbestimmung von Verzégerungen,
Streckungen und Stauchungen abzusehen, betrachten wir die Gruppe G, die von den Transla-
tionen ¢ — t + f der Zeitachse (Verzogerungen) und den Dilatationen ¢ +— o - ¢ (Streckungen
und Stauchungen) erzeugt wird. Diese Gruppe ist das semidirekte Produkt der multiplikativen
Gruppe (R*, -, 1), mit der Bezeichnung R* := R\ {0}, und der additiven Gruppe (R, +,0). Sie
besteht aus der Grundmenge

G={(a,p): 0 eR*,BEeR}=R* xR
mit der Verkniipfung
(@.8)® (&B) = (a&t.aB+B).
Die Gruppe G operiert auf R” durch
((X,ﬁ) . (mo,...,mr,l)T = (Otn’l()+ﬁ7...,06mr,1 +ﬁ)T.

Der Reproduktionsfehler von m bzgl. v ist nun definiert als der euklidische Abstand von v zur
Bahn von m bzgl. dieser Operation:

& (m) :=min{|v—(a,B) -ml>: (a,B) € G}.

Fiir die euklidische Norm eines Vektors x € R" gilt die Formel
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Weil die Funktion

fla,B):=v—(e,B)-m|>
wegen der Dreiecksungleichung konvex ist, besitzt sie hochstens ein Minimum. Zur Bestim-
mung des Minimums ist es giinstiger, stattdessen den quadrierten Abstand

r—1
g(a,B) = llv— (e, B)-m|3 = ;)(Vi— am; —B)?

zu verwenden. Das Nullsetzen des Gradienten von g fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

_ Imly Y (o) _ (I
s =0 = ([0t ) ()= () ®
=A =b

wobei
r— r—

1 r—1 1 r—1
M= Y il =Y vi il =Y il = Y
i=0 i=0

i=0 i=0
(Man beachte v; > 0 und m; > 0.) Es gilt

) 5 r—1 ) r—1 z r—2 r—1 )
—detA=rlml3—|mli=rYy m—{ Y m)| =Y ¥ (mi—m)*>0,
i=0

i i=0 j=i+1

i=0

wie sich durch Nachrechnen ergibt. Daher ist das lineare Gleichungssystem (1) eindeutig 16sbar.

2.2.2  Ungleiche Tonanzahlen

Sind die Tonanzahlen ry und r4 der beiden zu vergleichenden Rhythmen verschieden, so wird
die oben beschriebene Vorgehensweise in einen kombinatorischen Algorithmus eingebettet.
Hierfiir bestimmen wir zunéchst das Maximum r := max{ro, 74 }.
Im Fall r4 < ro werden soviele Komponenten des Vektors von m = (my,...,m,,_1) mehrfach
aufgezihlt, dass ein Vektor

m:= (I’?lo,...,ﬁ’lrfl)

entsteht. So kann z. B. fiir r4 = 3 und r =4 ein Vektor m mit den Komponenten
my < mp < my
zu einem Vektor m mit den Komponenten
my < m = m < m3

erweitert werden. Um die Anzahl der moglichen Erweiterungen von r4 Komponenten auf rq
Komponenten zu ermitteln, stellen wir fest, dass in die Ungleichungskette der r4 Komponenten
des Vektors m zur Erweiterung auf die ro Komponenten des Vektors m insgesamt ro—r4 mal
ein ,,="-Zeichen eingefiigt werden muss. Aus der Kombinatorik ist bekannt, dass die Anzahl
der Moglichkeiten, ry — s Objekte (,,=*-Zeichen) aus ro — 1 Objekten (Paaren (m;,m;11)) aus-

zuwihlen, durch den Term
( ro—1 ) (ro — 1>
roa = =
ro—7ra ra—1

gegeben ist. Unser Algorithmus berechnet nun fiir jede dieser ro4 Moglichkeiten wie oben
beschrieben den Reproduktionsfehler von m bzgl. v, und wihlt dann eine Moglichkeit mit mi-
nimalem Reproduktionsfehler aus.
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Im Fall ry < ra ist die Vorgehensweise analog; hier ist v der ,kiirzere* Vektor, und es sind
rq4 — 1y ,,="-Zeichen einzufiigen, was analog zu oben auf

verschiedene Arten geht. Als Reproduktionsfehler nehmen wir auch in diesem Fall das Mini-
mum der Reproduktionsfehler bzgl. der verschiedenen Erweiterungen.

2.3 Zur numerischen Zuverléssigkeit

Um herauszufinden, wie zuverldssig eine numerische Losung von (1) ist, berechnen wir die
Kondition der Matrix A bzgl. der Norm

1A]|eo = max{|lml[1 + 7, m]|3 + [Im]|1} = [ m]|3 + [|m]1-
Damit gilt (Schwarz & Kockler, 2011)
2 2 2 2
COIld(A): ||AHO<>'HA_1H0<>: (”mHZd—‘f_[LmHl) _ r,(szrHj—'_HmHl) .
|detA| Y5 Z_,':H] (m; — mj)

Wir schitzen zunéchst den Nenner dieses Bruchs nach unten ab. Bei unseren Daten ist r > 3.
Setzt man a := mgy < b :=m; < ¢ :=m,_1, dann folgt

2

r—=2 r—1
(mi—m))* > (a— )+ (a— b)Y+ (b—c) >
i=0 j=i+1

(a—c)>.

Weil der Mindestabstand zwischen dem ersten und dem letzten Ton in unseren Daten mindes-
tens 1.0 s, also 44 100 Abtastwerte, betrégt, folgt daraus fiir den Nenner

r=2 r—1

3
Y Y (m—m))?>3-(44100)° > 1.95-10°. 3)
i=0 j=i+1

Zur Abschitzung des Zihlers von (2) schitzen wir den Ausdruck ||m||3 + ||m]||; nach oben ab,
indem wir die maximale Gesamtdauer x und den minimalen Abstand zweier Tone « beriick-
sichtigen. Da die Abweichung der Tonzahlen zwischen Vorlage und Reproduktion in unserem
Datensatz hochstens 1 betrigt, erhalten wir damit die folgenden Abschitzungen fiir die Onsets:

me_1 <x—0Q, m_p <x—(k—1)a fir ke{2,...,r—1}.

In unseren Daten ist die Gesamtdauer kleiner als 2.5 s und die kiirzeste reproduzierte Note
entspricht knapp 78 ms, also

x=110250 Abtastwerte, o = 3421 Abtastwerte.
Daraus ergibt sich die folgende Abschitzung:
lm][3+ [m[| < 1.24-10".
Mit (2) und (3) erhalten wir die Abschétzung der Kondition:
(1.24-101)?
1.95-10°

Weil die Maschinengenauigkeit bei Python £ ~ 10~1¢ betriigt, folgt daraus fiir den Fehler bei
exakter Rechnung

cond(A) < ~7.9-10'2.

cond(A)e < 8-107%
Dabher sollten bei der Losung des linearen Gleichungssystems (1) ungefiahr zwei bis drei Dezi-
malstellen korrekt sein, was fiir unsere Anwendungen ausreicht.
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3 Psychologischer Anwendungsbezug

Mit Hilfe der bestimmten minimalen Abweichungen ist es moglich, Reproduktionen hinsicht-
lich ihrer Giite zu vergleichen. Exemplarisch wird hier ein Schlagzeuger mit vorwiegend guten
bis sehr guten Reproduktionsergebnissen (vgl. Tabelle 1) vorgestellt. Abbildung 1 zeigt diese
Ergebnisse.

Tabelle 1 - Abweichungen A aller 15 Reproduktionen eines Schlagzeugers von den entsprechenden
Ausgangsrhythmen (in ms).

Rhythmen | 1 2 3 4 5 Durchschnitt
A 21.2 | 11.4 ]639.9 | 12.2 | 80.9 | 153.1
Rhythmen | 6 7 8 9 10 Durchschnitt
A 15.0 | 726.5 | 124 | 18.8 | 0.44 | 1554
Rhythmen | 11 12 13 14 15 Durchschnitt
A 32.1 {463 | 322 |304 | 824|447

Notiz. Gesamtvarianz s2 = 49 951, gesamte mittlere Abweichung x = 117.7.
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Abbildung 1 - Extrahierte Zeitwerte aller Rhythmen (verschiedenfarbige grofie Punkte) mit den mini-
mal abweichenden Reproduktionen eines Schlagzeugers (rote kleine Punkte).

Alle Rhythmen bis auf drei und sieben wurden gut bis sehr gut reproduziert. Dies wird deut-
lich durch kleine minimale Abweichungen vom entsprechenden Vergleichsrhythmus (vgl. Ta-
belle 1). In Abbildung 1 sind die Tone der Reproduktionen (kleine rote Punkte) dann nahe
der entsprechenden Tone der Vergleichsrhythmen (grole Punkte). Bei Rhythmus drei und sie-
ben ist eine deutlich groflere minimale Abweichung zu beobachten. Graphisch dufBert sich das
durch eine entsprechend groere Entfernung der Reproduktion vom Vergleichsrhythmus. Die-
ses schlechtere Ergebnis hinsichtlich der Reproduktionsgiite ist dadurch erklirbar, dass beide
Reproduktionen einen Ton mehr aufweisen als der jeweilige Ausgangsrhythmus.
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