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Kurzfassung: Hidden-MARKOV-Modelle und endliche Transduktoren besitzen vie-

le Gemeinsamkeiten. Trotzdem wurden sie in der Literatur bisher getrennt vonein-

ander formuliert. Das führt oft dazu, dass a) mehrere Formelzeichen für das gleiche

Symbol verwendet werden, b) unleserliche Gleichungen entstehen und c) mehre-

re Algorithmen das gleiche Problem beschreiben. Der Beitrag zeigt eine Formu-

lierung von Hidden-MARKOV-Modellen als endliche Transduktoren. Eine solche

Verfahrensweise bringt enorme Vereinfachungen. Die zwei wichtigsten Parame-

terschätzverfahren, VITERBI-Training und BAUM-WELCH-Algorithmus, können

endlich einheitlich formuliert werden und unterscheiden sich nur durch den Ge-

wichtshalbring. Natürlich sind auch die darin enthaltenen VITERBI- und Forward-

Algorithmen bis auf diesen Halbring gleich. Auf diese Weise lassen sich die in der

Literatur recht schwer zugänglichen Algorithmen relativ einfach formulieren.

1 Motivation

Viele Arbeiten auf dem Gebiet der akustischen Mustererkennung beschäftigen sich seit Jah-

ren mit Hidden-MARKOV-Modellen und deren Einsatz für unterschiedliche Anwendungen.

Aber immer wieder stoßen die Formulierungen an ihre Grenzen. Von großem Nutzen wäre ei-

ne mathematische Formulierung des kontinuierlichen Hidden-MARKOV-Modells (continuous

desity HMM, CD-HMM) als endlicher Transduktor (finite state transducer, FST). Die Vor-

teile liegen auf der Hand: Zum einen wäre es dadurch möglich, eine einheitliche mathema-

tische Formulierung von der Signal- bis zur syntaktischen Ebene, sogar bis zur Semiotik zu

finden. Automatenoperationen, wie Summe, Produkt, KLEENEscher Abschluss, Komposition

usw., könnten für HMMs genutzt werden. Zum anderen bietet die Formulierung als endli-

cher Transduktor große Vorteile und Vereinfachungen: VITERBI- und Forward-Algorithmen

sind gleich bis auf den Gewichtshalbring, VITERBI- (segmental-k-means-) und BAUM-WELCH-

Parameterschätzungen sind gleich bis auf den Gewichtshalbring und Likelihood- und Neglog-

Likelihood-Berechnungen sind gleich bis auf den Gewichtshalbring.

2 Automatenformulierung

2.1 Algebraische Definition

Die folgende mathematische Formulierung von Hidden-MARKOV-Modellen als endliche Au-

tomaten bedient sich so weit wie möglich der Schreibweise von M. MOHRI (beispielsweise in
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[6, 5]). Die Darstellung erfordert zusätzlich sowohl eine zeitliche und als auch eine räumliche

Indizierung. Wenn eindeutig, verwenden wir zur Unterscheidung hoch- und tiefgestellte Indizes

xi(k) = x k
i
← zeitlicher Index
← räumlicher Index. (1)

Ein Hidden-MARKOV-Automat (HMA) ist ein 8-Tupel

H =
{

Z, I,F,O,Y,S,Q,w
}

(2)

aus

• einem endlichen Zustandsalphabet Z,

• einer Menge von Anfangszuständen I ⊆ Z,

• einer Menge von Schlusszuständen F ⊆ Z,

• einem M-dimensionalen MerkmalvektorraumO = R
M,

• einem Ausgabealphabet Y ,

• einem Gewichtshalbring S = (K,⊕,⊗,0,1),

• einer Menge von Merkmalzuordnungsfunktionen Q = {qi}, qi :O→K und

• einer Verhaltensfunktion w : Z×Q×Y ×Z→K.

Die Verhaltensfunktion w wird oft als Liste E von Zustandsübergängen e angegeben:

E = {ei}=
{

(z,q,y,z′,w)i

}

, (3)

jeweils mit

• einem Startzustand z ∈ Z,

• einer Merkmalzuordnungsfunktion q ∈ Q,

• einem Ausgabesymbol y ∈ Y ,

• einem Zielzustand z′ ∈ Z und

• einem Gewicht w ∈K.

Wir benutzen die übliche graphische Darstellung für Zustandsübergänge, gegebenenfalls erwei-

tert durch eine eine Skizze der Merkmalzuordnungsfunktion:

(4)

Man beachte, dass so definierte Automaten zwei Gewichte pro Übergang tragen, erstens das

”
normale“ Übergangsgewicht w und zweitens ein Zuordnungsgewicht q eines Merkmalvektors

~o zum Übergang. Wir bezeichnen das erste Gewicht als
”
zeitinvariant“, das zweite als

”
zeitva-

riant“, da es vom aktuellen Element der zeitlichen Merkmalvektorfolge abhängt.
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Die Merkmalzuordnungsfunktionen werden – wie bei HMMs üblich – aus multivariaten Nor-

malverteilungsdichten abgeleitet, die Übergangsgewichte aus Wahrscheinlichkeiten. Es gelten

stochastische Randbedingungen. Einzelheiten sind in Abschnitt 2.2 zu finden.

Hidden-MARKOV-Automaten übersetzen Merkmalvektorfolgen~o ∈O∗ in Ausgabezeichenfol-

gen y ∈ Y ∗ und ordnen das Gewicht

[[H ]](~o,y) =
⊕

U∈UK(I,y,F)

{

⊗

ek∈U

[

q
(

ek
)[

~ok
]

⊗w
(

ek
)

]

}

(5)

zu. Dabei stehen

• K = |~o| für die Länge der Merkmalvektorfolge,

• UK(I,y,F) für die Menge der durchgehenden Wege durch den Automatengraphen, deren

Länge K und deren Ausgabezeichenfolge y ist (vgl. [5]),

• ek für den k-ten Zustandsübergang eines solchen Weges,

• ~ok für das k-te Element der Merkmalvektorfolge~o,

• q(ek) für die Merkmalzuordnungsfunktion und w(ek) für das Gewicht, welche die Ver-

haltensfunktion w dem Zustandsübergang ek zuordnet.

2.2 Automatenformen

In Abhängigkeit vom Gewichtshalbring und der damit verbundenen Wahl der Merkmalzuord-

nungsfunktion ergeben sich vier Formen von Hidden-MARKOV-Automaten:

• Wahrscheinlichkeitsform

pA(~o,y) = ∑
U∈UK(I,y,F)

[

∏
ek∈U

p
(

~ok|ek
)

P
(

ek
)

]

, (6)

• negativ-logarithmische Wahrscheinlichkeitsform

− ln pA(~o,y) =
⊕

ln
U∈UK(I,y,F)

[

∑
ek∈U

− ln p
(

~ok|ek
)

− lnP
(

ek
)

]

(7)

mit a
⊕

ln b =− ln(e−a + e−b),

• Wahrscheinlichkeitsform mit VITERBI-Approximation

pA(~o,y) = Max
U∈UK(I,y,F)

[

∏
ek∈U

p
(

~ok|ek
)

P
(

ek
)

]

sowie (8)

• negativ-logarithmische Wahrscheinlichkeitsform mit VITERBI-Approximation

− ln pA(~o,y) = Min
U∈UK(I,y,F)

[

∑
ek∈U

− ln p
(

~ok|ek
)

− lnP
(

ek
)

]

. (9)
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Dabei steht p(~o|e) für die dem Übergang e zugeordnete Verteilungsdichtefunktion im Merk-

malraum und P(e) für die Übergangswahrscheinlichkeit. Für letztere muss eine der beiden sto-

chastischen Randbedingungen

P(e) = P(z′,y|z,q)  ∑
z′

∑
y

P(z′,y|z,q) = 1 (10)

oder

P′(e) = P(z′,y,q|z)  ∑
z′

∑
y

∑
x

P(z′,y,q|z) = 1 (11)

gelten, welche über die Beziehung

P(z′,y|z,q) =
P(z′,y,q|z)

∑
z′

∑
y

P(z′,y,q|z)
(12)

zusammenhängen.

Tabelle 1: Formen von Hidden-MARKOV-Automaten mit Gewichtshalbringen.

logarith- VITERBI- Gewichts- K
⊗ ⊕

0 1 q(e)[~o] w(e)
misch Approx. halbring

nein
nein Wkts.-

R+ ·
+

0 1 p
(

~o|e
)

P(e)
ja Max/Mal- max

ja
nein logarithm.

R∪{∞} +

⊕

ln ∞ 0 − ln p
(

~o|e
)

− lnP(e)
ja tropischer min

Tabelle 1 zeigt eine Übersicht der Automatenformen, die entsprechenden Gewichtshalbrin-

ge sowie die Ableitungen der Merkmalzuordnungsfunktion aus der Verteilungsdichte und des

Übergangsgewichts aus der Übergangswahrscheinlichkeit. Die negativ-logarischmischen und

die Wahrscheinlichkeitsformen sind über die Beziehung

w =− ln p (13)

isomorph. Bild 1 veranschaulicht die Zusammenhänge zwischen den vier Formen.

2.3 Dynamische Programmierung

Schreibt man die dynamische Programmierung [1, 2] zur Berechnung von Gleichung (5) auf,

erhält man in Abhängigkeit vom Gewichtshalbring den Vorwärts- sowie den VITERBI-Algo-

rithmus in einer gemeinsamen Schreibweise. Algorithmus 2 stellt die allgemeine dynamische

Programmierung dar. In den Halbringen mit VITERBI-Approximation (siehe Tabelle 1) reali-

siert sie den VITERBI-Algorithmus [9], für die anderen Halbringe den Forward-Algorithmus

[7]. Außerdem ist der Rückwärtsalgorithmus mit angegeben. Die Vorwärtsvariablen sind mit gk
z

bezeichnet, die Rückwärtsvariablen mit hk
z .1

1In Anlehnung an die übliche Darstellung der A∗-Suche, bei denen so bezeichnete Variablen mit der gleichen

Funktion auftreten.
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Bild 1: Zusammenhänge zwischen den HMA-Formen

Algorithmus 2: Vorwärts-Rückwärts- und VITERBI-Algorithmus

1. Initialisierung

a) g0
zi
=

{

1 : zi ∈ I (Anfangszustand)

0 : zi /∈ I (kein Anfangszustand)

b) hK
zi
=

{

1 : zi ∈ F (Schlusszustand)

0 : zi /∈ F (kein Schlusszustand)

2. Rekursion

a) gk
zi

=
⊕

e:z′(e)=zi

[

gk−1
z(e)
⊗q(e)

[

~ok
]

⊗w(e)
]

für 1 < k ≤ K

b) hk−1
zi

=
⊕

e:z(e)=zi

[

hk
z′(e)⊗q(e)

[

~ok
]

⊗w(e)
]

für K ≥ k > 1

3. Terminierung

a) g(~o,A) =
⊕

zi

gK
zi

mit zi ∈ F (Schlusszustände)

b) h(~o,A) =
⊕

zi

h0
zi

mit zi ∈ I (Anfangszustände)

Die Darstellung enthält der Übersichtlichkeit halber nicht die eigentlich notwendige Sicherstel-

lung der stochastischen Randbedingung hinsichtlich der Wege

⊕

U∈U(I,F)

[

⊗

e∈U

w(e)
]

= 1, (14)

die allerdings ohnehin nur für die zeitinvarianten Übergangsgewichte w(e), nicht aber für die

zeitvarianten Zuordnungsgewichte q(e)
[

~ok
]

von Merkmalvektoren gelten würde. Soll die Rand-

bedingungen wenigstens hinsichtlich der zeitinvarianten Gewichte eingehalten werden, müssen

die Vorwärtsvariablen abweichend von Algorithmus 2 so initialisiert werden, dass

⊕

zi∈I

g0
zi
= 1 (15)

gilt.
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2.4 Automatentopologien

(a) Darstellung der klassischen HMM-Topo-

logie mit HMA

(b) wie (a), jedoch mit Auflösung der GMMs nach

(16)

(c) wie (b), jedoch mit Übergangswahrscheinlichkei-

ten zwischen den Verteilungsdichten

Bild 2: HMA-Topologien für GAUSSsche Mischverteilungsdichten mit zwei Elementen.

Durch die Zuordnung der Verteilungsdichtefunktionen zu den Zustandsübergängen des Auto-

maten2 besteht kein mathematischer Grund, Mischverteilungsdichten gesondert zu betrachten.

Diese lassen sich nämlich trivial als parallele Zustandsübergänge schreiben

, (16)

2Diese Form ist aus der Literatur als arc emission HMM bekannt [4].

125



was man im Wahrscheinlichkeitshalbring mit Hilfe der Vorwärtsvariablen (siehe Abschnitt 2.3)

leicht nachrechnet:

links: gk+1
z′

= p(~ok|e) ·gk+1
z′

=

[

M

∑
m=1

λmp
(

~ok,Nm(e)
)

]

·P(e) ·gk+1
z′

rechts: gk+1
z′

=

[

M

∑
m=1

p
(

~ok,Nm(e)
)

·P(em)

]

·gk+1
z′

=

[

M

∑
m=1

p
(

~ok,Nm(e)
)

·λm

]

·P(e) ·gk+1
z′

.

(17)

Diese Tatsache ist vor allem für die Parameterschätzung (siehe Abschnitt 3) von Bedeutung,

deren Darstellung sich dadurch vereinfacht.

Die Rückführung auf die klassische Zuordnung der Verteilungsdichtefunktionen zu den Zustän-

den kann dadurch geschehen, dass allen Übergängen, welche zu ein und demselben Zustand

führen, die gleiche Dichtefunktion zugeordnet wird. Bild 2 verdeutlicht das Prinzip.

3 EM-Parameterschätzung

Die Parameter eines HMA sind

G =
{

(

P(e),N (e)
)

}

=
{

(

P(e),~µe,Σe

)

}

(18)

mit den Mittelwertvektoren ~µe, den Kovarianzmatrizen Σe und den Übergangswahrscheinlich-

keiten P(e), jeweils bezogen auf den Übergang e. Um die optimalen Parameter G∗ eines HMA

zu finden, formulieren wir die Zielfunktion mit Hilfe der Likelihood L(G|O) der Parameter G

bei gegebener klassifizierter Lernstichprobe O =
{

(~o1, . . . ,~oK),y
}

3 und maximieren diese:

G∗ = argmax
G

L(G|O) = argmax
G

pA(~o,y|G), (19)

wobei pA(~o,y|G) entweder durch Gleichung (6) (BAUM-WELCH-Training) oder durch Glei-

chung (8) (VITERBI- oder segmental-k-means-Training [7, 3]) bestimmt wird. Da diese Glei-

chung nicht geschlossen lösbar ist, wird ein iteratives Schätzverfahren eingesetzt, z. B. das

Erwartungswert-Maximierungsverfahren (expectation-maximization algorithm, EM). Bild 3 gibt

einen Überblick über die Schritte des EM-Verfahrens. Die Aufgabe der initialen Segmentierung

ist es, geeignete Startparameter auszuwählen (im einfachsten Fall willkürliche Werte). Direkt

nach diesem Schritt und nach jeder Ausführung des in Algorithmus 2 erläuterten Vorwärts-

/Rückwärts- oder VITERBI-Algorithmus erfolgt eine Neuschätzung der Parameter

P∗(e) =
∑K

k=1 αk
e

∑K
k=1 γk

e

. (20)

~µ∗e =
∑k αk

e~o
k

∑k αk
e

(21)

Σ∗e =
∑k αk

e (~o
k−~µe)(~o

k−~µe)
⊤

∑k αk
e

. (22)

3Der Einfachheit halber wird die Lernstichprobe als eine lange Merkmalvektorfolge angenommen. Diese Ver-

einfachung stellt nicht die korrekte Belegung von Anfangs- und Schlusszuständen sicher.
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Bild 3: Übersicht zum Erwartungswert-Maximierungsverfahren (EM).

Dazu ist auch eine Neuberechnung der Hilfsvariablen αk
e (Wahrscheinlichkeit, dass ein durch-

gehender Weg zum Zeitpunkt k den Übergang e benutzt) und γk
z (Wahrscheinlichkeit, dass ein

durchgehender Weg zum Zeitpunkt k den Zustand z benutzt) notwendig:

αk
e =





















gk−1
z(e)
·P(e) · p(~ok|e) ·hk

z′(e)
⊕

e

(

gk−1
z(e) ·P(e) · p(~o

k|e) ·hk
z′(e)

)




















(23)

γk
z =

















gk
z ·h

k
z

⊕

z

(

gk
z ·h

k
z

)















 . (24)

Die dafür erforderlichen Vorwärts-/Rückwärtsvariablen g und h werden mit Algorithmus 2 er-

mittelt. Eine Herleitung der Schätzformeln ist für GMMs in [10] und für HMMs in [8] be-

schrieben. Nach der Berechnung der Parameter wird geprüft, ob die Zielfunktion ausreichend

verbessert werden konnte. Wenn nicht, erfolgt der Abbruch des Verfahrens.

Die Gleichungen (20) bis (24) gelten für den Wahrscheinlichkeits- und den Max/Mal-Halbring.

Der Vorteil dieser allgemeinen Schreibweise ist, dass BAUM-WELCH-Algorithmus und VITER-

BI-Training einheitlich beschrieben werden können. Tabelle 3 erläutert die Bedeutung der allge-

meinen Operatoren für die Verfahren. (20) bis (24) sind auch für die logarithmischen Halbringe

aufstellbar, dann wird entsprechend logarithmisch gerechnet.
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Tabelle 3: Bedeutung der allgemeinen Operatoren
⊕

und T U in den Gewichtshalbringen.

Algorithmus/ Gewichts-
⊕

TxU
Training halbring

BAUM-WELCH- Wkts.- + x

VITERBI- Max/Mal- max ⌊x⌋

4 Zusammenfassung

Der Beitrag stellt eine mathematische Formulierung von Hidden-MARKOV-Modellen als end-

liche Transduktoren vor. Kapitel 2 führt den Hidden-MARKOV-Automaten und seine vier, vom

Gewichtshalbring abhängigen, Automatenformen und deren Zusammenhang ein. Dadurch un-

terscheiden sich die Formulierungen für die dynamische Programmierung (Abschnitt 2.3) und

für die Parameterschätzung in Kapitel 3 nur noch durch den entsprechenden Gewichtshalbring.
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